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Résumé — Diverses expressions permettent de calculer la perte de charge occasionnée par le passage
d'un fluide visqueux incompressible en écoulement à travers un milieu granulaire. Ces lois ont toutes une
origine phénoménologique et sont obtenues à partir d’expériences réalisées à une échelle macroscopique.

L'une d'entre elles, la loi d'Ergun, est couramment utilisée sous une forme locale dans des modèles de
couplage fluide-solide pour réaliser le transfert de quantité de mouvement entre les deux phases sans
réelle justification.

Dans cet article, la simulation numérique directe des équations de Navier-Stokes est utilisée pour calculer
les pertes de charge de fluide visqueux incompressible en écoulement à travers un milieu granulaire. Des
simulations effectuées pour différents volumes de matériau granulaire permettent de retrouver la loi de
perte de charge d'Ergun, de définir un volume élémentaire représentatif et de prouver le caractère local de
cette loi.
Mots-clés : loi d’Ergun, simulation numérique directe, milieux poreux, perte de charge, volume élémentaire représentatif,
écoulements de fluide.

Abstract — On the Representative Elementary Volume of the Ergun's Law— Several expressions can
be used to predict the pressure drop caused by a viscous incompressible fluid flow through a granular
media. These laws are empiricals and are obtained at macroscopic scale.
One of these, Ergun’s law, is currently used in a local form to modelling the momentum transfer between
fluid and solid.  There is not a real justification.
In these study, the direct simulation of Navier-Stokes Equation is used to calculate pressure drop caused
by viscous incompressible fluid flow through a granular media. Some simulations realised for different
volume of granular media allow to find a representative elementary volume and prove the local
character of the Ergun’s law.
Keywords: Ergun’s law, direct numerical simulation, porous media, pressure drop, representative elementary volume, fluid flow.
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NOMENCLATURE

dp diamètre des particules (m)

r rayon des particules (m)

ρf masse volumique du fluide (kg.m-3)

µf viscosité du fluide (kg.m-1.s-1)

VSF vitesse superficielle du fluide (m.s-1)

champ de vitesse du fluide  (m.s-1)

p pression du fluide (Pa)

∆p perte de charge (Pa)

h taille de la maille rapportée au rayon des particules
(-)

∆tf pas de temps adimensionnel de discrétisation
(-)

ε fraction volumique de solide du lit (-)

Re nombre de Reynolds particulaire (-)

Ly hauteur du milieu granulaire (m).

INTRODUCTION

Diverses expressions permettent de calculer la perte de
charge occasionnée par le passage d'un fluide visqueux
incompressible en écoulement à travers un milieu granulaire.
Une revue de ces lois est proposée par Dullien [1]. Parmi les
plus connues, nous avons la relation de Carman-Kozeny et de
Rumpf-Gupte dans le cas d'écoulement laminaire, la relation
de Burke-Plummer dans le cas d'écoulement turbulent, et la
loi d'Ergun [2] qui couvre les écoulements laminaires,
turbulents et intermédiaires. Ces lois ont toutes une origine
phénoménologique et sont obtenues à partir d’expériences
réalisées à une échelle macroscopique.
L'une d'entre elles, la loi d'Ergun, est couramment utilisée
sous une forme locale dans des modèles de couplage fluide-
solide pour réaliser le transfert de quantité de mouvement
entre les deux phases. Citons en particulier :
– les modèles à deux fluides [3-6] où une approche de type

eulérien est utilisée pour décrire les deux phases ;
– les modèles utilisant une approche eulérienne pour la

description du fluide et une représentation discrète des
particules [7, 8] de type sphères molles ou sphères dures.
À ce sujet, aucune justification n'est faite quant au

caractère local de cette loi et au volume élémentaire
représentatif. Le présent travail propose d'utiliser la
simulation numérique directe des équations de Navier-Stokes
pour vérifier le caractère local de la loi d'Ergun et définir un
volume élémentaire représentatif. Ce type d'approche a déjà
été utilisé dans différents travaux [9-11] dans le cadre
d'écoulements de Stokes et a permis de vérifier la loi de
Carman-Kozeny.

1 FONDEMENT ET EXPRESSION DE LA LOI D’ERGUN

Le domaine de validité de cette loi concerne les écoulements
d’un fluide à travers des milieux poreux constitués d'un
assemblage de particules sphériques homogènes et fixes
allant des régimes laminaires aux régimes turbulents. 

Cette loi s'obtient par l'addition des lois de Blake-Kozeny
et de Burke-Plummer valables respectivement dans le cas
limite des écoulements laminaire et turbulent. Le fondement
théorique de ces lois provient de l'analogie avec l'expression
de la perte de charge dans un tube cylindrique. Cette analogie
permet d'obtenir des expressions théoriques corrigées
expérimentalement par un facteur multiplicatif proche de 2
en raison de la tortuosité [12] pour donner en définitive les
lois respectives de Blake-Kozeny et de Burke-Plummer :

(1)

valable en régime laminaire et qui s’exprime par la relation :
,

(2)

valable en régime turbulent et qui s’exprime par la relation :
, où Redésigne le nombre de Reynolds particulaire

défini comme suit :

(3)

et où dp , ρf , µf , VSF, Ly et ε désignent respectivement le
diamètre des particules, la masse volumique du fluide, la
viscosité du fluide, la vitesse superficielle du fluide, la
hauteur du milieu granulaire et la fraction volumique du
solide.

La somme des expressions de ces deux lois permet
d'obtenir la loi de perte de charge d'Ergun donnée ci-dessous
et vérifiée expérimentalement :

(4)

Les termes linéaire et quadratique avec la vitesse
superficielle du fluide VSF correspondent respectivement aux
pertes d'énergie visqueuse et cinétique du fluide.

En introduisant la pression p* et la longueur L*
y adimen-
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et :

(6)

la loi d'Ergun s'écrit sous la forme adimensionnelle suivante :

(7)

où les seuls paramètres à considérer sont : 
– le nombre de Reynolds particulaire Re;
– la fraction volumique de solide du lit ε ;
– la hauteur du milieu granulaire rapportée au diamètre des

particules L*
y.

Dans ce qui suit, les différentes grandeurs sont sans
dimension.

2 MODÈLE NUMÉRIQUE

Le modèle numérique consiste à résoudre l'écoulement du
fluide interstitiel à travers un milieu poreux constitué de
particules sphériques homogènes par simulation directe des
équations de Navier-Stokes. 

2.1 Constitution du milieu poreux

Le milieu poreux considéré est un empilement de type
"cubique centré" de np = nxnynz particules sphériques
homogènes. nx , ny et nz désignent respectivement le nombre
de particules présentes dans chaque direction d'espace x , y
etz (fig. 1).

Pour ce type d'empilement, la fraction de solide est
donnée par :

(8)

où rdésigne le rayon des particules.

2.2 Modélisation de l'écoulement du fluide

Les hypothèses suivantes sont effectuées :
– le fluide est incompressible,
– le fluide est newtonien.

La modélisation de l'écoulement du fluide interstitiel
repose sur la résolution directe des équations de Navier-Stokes
à l'échelle de la particule, écrites sous forme adimensionnelle : 

(9)

(10)

avec :

(11)

et :

(12)

où i= 1, ..., 3 et j= 1, ..., 3.
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Figure 1

Milieu poreux de type “cubique centré”.

“Cubic centered” porous media.

Figure 2

Conditions aux limites.

Boundary conditions.
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Pour les conditions aux limites à la frontière du domaine,
une vitesse d'entrée et une pression de sortie sont
respectivement imposées dans les plans y = 0 et y = Ly. Les
autres plans sont soumis à des conditions périodiques (fig. 2).

Le mouvement du fluide sur la surface des particules est
soumis aux conditions d'adhérence, à savoir que la vitesse du
fluide en ces points est égale à la vitesse des particules, nulle
dans le cas présent.

2.3 Schéma numérique

2.3.1 Discrétisation en temps

La méthode de discrétisation temporelle utilisée est une
méthode à pas fractionnaire explicite du premier ordre. Elle a
été proposée par Chorin [14]. La description de cette méthode
est donnée ci-après :

(13)

où i= 1, ..., 3.
La quantité est introduite de la façon suivante :

(14)

ce qui permet d'écrire :

(15)

et :

(16)

L'application de l'opérateur de divergence à l'équation (16)
permet d'obtenir l'équation de Poisson pour la pression en
tenant compte de la contrainte d'incompressibilité :

(17)

La condition aux limites pour la pression s'obtient en
effectuant le produit scalaire de l'équation (16) avec la
normale unitaire sortante de la frontière du domaine. Par
exemple, dans le cas où la frontière correspond au plan x = 0,
la condition aux limites en pression s'écrit :

(18)

Le schéma étant indépendant de la valeur de sur la
frontière [13], une possibilité est de prendre :

(19)

En définitive, la condition aux limites pour la pression
s'écrit sur la frontière correspondant au plan x = 0 :

(20)

L'algorithme correspondant est le suivant :
– les composantes de la vitesse du fluide : où i= 1, ..., 3

sont déterminées explicitement par l'équation (15) ;
– la pression pn+1 est déterminée par résolution de l'équation

(17) par l'algorithme du gradient conjugué stabilisé et
préconditionné [15] ;

– les composantes de la vitesse du fluide : où i= 1, ..., 3
sont déterminées explicitement par l'équation (16).

2.3.2 Discrétisation en espace

La discrétisation spatiale utilise un maillage décalé en
différences finies de type Marker and Cell(MAC), où la
pression est située au centre de la maille et les composantes
de la vitesse sur les milieux des faces (fig. 3).

La discrétisation des termes convectif et de diffusion est
prise au deuxième ordre. Les formules sont données dans [13].

Figure 3

Maillage de type MAC, le symbole + correspond à la
composante de la vitesse v1 aux nœuds (k + 1/2, l, m) ; le
symbole × correspond à la composante de la vitesse v2 aux
nœuds (k, l+ 1/2, m) ; le symbole • correspond à la pression
aux nœuds (k, l, m). 

MAC mesh, + corresponds to v1 at node (k + 1/2, l, m);
× corresponds to v2 at grid node (k, l + 1/2, m);
• corresponds to pressure at grid node (k, l, m).
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2.3.3 Conditions de stabilité

Le pas de temps est déterminé de façon à vérifier les
conditions de stabilité suivantes :

et :

(21)

où désignent les composantes maximales de la
vitesse du fluide. La démonstration de ces formules est
effectuée en annexes.

3 RÉSULTATS DE SIMULATIONS

3.1 Étude de sensibilité à la taille de la maille

Ces simulations consistent à calculer la perte de charge en
faisant varier le nombre de nœuds par rayon de particule  nh
dans le but de déterminer une taille de maille :

(22)

donnant une erreur faible avec la loi d'Ergun (fig. 4), l’erreur
étant définie par la formule suivante :

(23)

Figure 4

Évolution de l'erreur en fonction du nombre de nœuds par
rayon de particules. Les symboles représentent les points
de simulation.

Error as a function of number of grid nodes.

Pour cette étude, le nombre de Reynolds particulaire Re
est fixé à Re= 1 et le volume de matériau granulaire contient
np = 43 particules. La hauteur totale du domaine dans la
direction y est de 8 diamètres de particules.

Un nombre de nœuds par rayon de particules égale à 16
correspondant à n = 0,0625 rpermet d'obtenir un écart de
moins de 5 % avec la loi d'Ergun (fig. 4) et sera adopté pour
les simulations effectuées aux paragraphes 3.3 et 3.4.

3.2 Profils de pression

Les profils de pression axiaux et transversaux à la tête du lit
ont été représentés dans le cas où Re= 1 et pour des volumes de
matériau granulaire constitués de np = 43 et de np = 1 particules
(fig. 5 et 6). La hauteur totale du domaine dans la direction y
est de 8 diamètres de particules.

Figure 5

Profils de pression axiaux pour des volumes constitués de
np = 43 et np = 1 particules à x = Lx

1/2 et z = Lz
1/2 fixés.

Pressure profil for np = 43 and np = 1 particles and at
x = Lx

1/2 and z = Lz
1/2 fixed.
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Figure 6

Profils de pression transversaux pour des volumes constitués
np = 43 et np = 1 particules ày = Ly et z= Lz

1/2 fixés.

Pressure profil for np = 43 and np = 1 particles at y = Ly and
z = Lz

1/2 fixed.

Pour les deux volumes de matériau granulaire, et en
conformité avec la loi, la variation de pression axiale est
linéaire avec la hauteur Ly tandis que la variation de pression
transversale est négligeable devant la variation de pression
axiale. Les oscillations des profils transversaux correspondent
à la présence des particules.

3.3 Volume élémentaire représentatif et validité
du caractère local

Des simulations sont ensuite réalisées pour différents
volumes de matériau granulaire définis par np = 43, np = 33 et
np = 1 particules et pour différentes valeurs du nombre de

Reynolds particulaire allant de Re= 0,02 à Re= 20 (fig. 7).
Les nombres de Reynolds particulaires plus importants sont
difficilement accessibles avec le modèle utilisé où la
description du champ hydrodynamique se fait par des
équations non moyennées de Navier-Stokes. La limitation de
cette approche provient du fait que la résolution directe des
équations directes de Navier-Stokes nécessite une taille de
maille rapportée au rayon des particules inversement
proportionnelle au nombre de Reynolds particulaire, donnée
par la relation :

(24)

et conduisant à des temps CPU prohibitifs.
La loi de perte de charge d'Ergun a été retrouvée pour les

3 volumes envisagés et pour un nombre de Reynolds
particulaire Re< 20 avec une erreur inférieure à 5 %. Le
volume élémentaire représentatif est de l'ordre de grandeur
du diamètre des particules.

Figure 7

Perte de charge en fonction du rapport Re/εpour des volumes
de matériau granulaire constitués de np = 43, np = 33 et
np = 1particules.

Pressure drop as a function of Re/ε for different volume of
granular media.

3.4 Temps CPU et limitations

Le temps CPU est de l'ordre de 6 µs par pas de temps et par
nœuds sur une Octane SGI à processeur R10 000. Les
limitations de la méthode proviennent : 
– du nombre de Reynolds particulaire qui, compte tenu de la

contrainte imposée par la relation (22), est inférieur à 20
pour une taille de maille de h = 0,0625 r;
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– de la complexité du calcul qui est en O(k5), où kdésigne le
facteur de réduction du maillage (O(k2) pour la condition de
stabilité et O(k3) pour l'augmentation du nombre de nœuds).
À titre indicatif, les simulations correspondant à un volume

de matériau granulaire de np = 43 particules et effectuées avec
des tailles de maille respectives de h = 0,25 r et h= 0,0625 r
utilisent respectivement 65 536 et 4 194 304 nœuds et
nécessitent respectivement 1000 et 16 000 pas de temps pour
atteindre un état stationnaire. Le temps CPU respectif est de
l'ordre de 7 minutes et 111 heures.

CONCLUSION

Un modèle numérique, basé sur la résolution directe des
équations de Navier-Stokes est proposé pour calculer les pertes
de charge d'un fluide visqueux incompressible à travers un
empilement de particules sphériques. Des simulations
effectuées pour différents volumes de matériau granulaire
permettent de retrouver la loi de perte de charge d'Ergun pour
des nombres de Reynolds particulaires Re< 20. Les résultats
montrent que le volume élémentaire représentatif est de l'ordre
de grandeur du diamètre des particules. 

En perspective, cette approche doit nous permettre, en
incluant le calcul des trajectoires, de justifier également le
caractère local d'autres lois phénoménologiques, comme la loi
de Richardson et Zaki [16] valable pour les lits fluidisés, les
lits mobiles et la sédimentation. Ce travail pourra s'effectuer
selon une méthode de couplage fluide-solide proposée aux
références [17-19].
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ANNEXES

Conditions de stabilité

Une possibilité pour étudier la stabilité du schéma est de
négliger les termes en pression et de linéariser le terme
convectif en considérant que :

soit pour la première composante du terme de convection :

Le schéma linéarisé est alors donné pour la première
composante par :

Les autres composantes s'obtiennent de manière identique.

L'injection de la perturbation : 

à l'intérieur du schéma linéarisé permet d'obtenir le facteur
d'amplification α pour p, q et r arbitraire :

où : 

La condition suivante est suffisante pour respecter la
condition de stabilité : 

quel que soit p, qet r :

(25)

et :

(26)

La démonstration des conditions suffisantes de stabilité du
schéma numérique est effectuée ci-dessous.

Démonstration

en posant :

D'après l'inégalité de Schwarz :

et en utilisant l'inégalité suivante obtenue d'après (25) et (26) :

ceci implique :

avec :

Le polynôme caractéristique de Q est :

Les valeurs propres de Q sont :

λ = – 1 et  λ = 3a– 1
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La condition (25) implique que ces valeurs sont négatives.
Φ étant définie négative, elle admet un maximum qui vérifie :

soit : 

En ce point : 

d’où, quel que soit :

soit finalement : 
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