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Résumé— Diverses expressions permettent de calculer la perte de charge occasionnée par le passage
d'un fluide visqueux incompressible en écoulement a travers un milieu granulaire. Ces lois ont toutes une
origine phénoménologique et sont obtenues a partir d’expériences réalisées a une échelle macroscopique.

L'une d'entre elles, la loi d'Ergun, est couramment utilisée sous une forme locale dans des modéles de
couplage fluide-solide pour réaliser le transfert de quantité de mouvement entre les deux phases sans
réelle justification.

Dans cet article, la simulation numérique directe des équations de Navier-Stokes est utilisée pour calculer
les pertes de charge de fluide visqueux incompressible en écoulement a travers un milieu granulaire. Des
simulations effectuées pour différents volumes de matériau granulaire permettent de retrouver la loi de
perte de charge d'Ergun, de définir un volume élémentaire représentatif et de prouver le caractere local de
cette loi.

Mots-clés : loi d’Ergun, simulation numérique directe, milieux poreux, perte de charge, volume élémentaire représentatif,
écoulements de fluide.

Abstract— On the Representative Elementary Volume of the Ergun's LawSeveral expressions can

be used to predict the pressure drop caused by a viscous incompressible fluid flow through a granular
media. These laws are empiricals and are obtained at macroscopic scale.

One of these, Ergun’s law, is currently used in a local form to modelling the momentum transfer between
fluid and solid. There is not a real justification.

In these study, the direct simulation of Navier-Stokes Equation is used to calculate pressure drop caused
by viscous incompressible fluid flow through a granular media. Some simulations realised for different
volume of granular media allow to find a representative elementary volume and prove the local
character of the Ergun’s law.

Keywords: Ergun’s law, direct numerical simulation, porous media, pressure drop, representative elementary volume, fluid flow.
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NOMENCLATURE 1 FONDEMENT ET EXPRESSION DE LA LOI D'ERGUN
d, diameétre des particules (m) Le domaine de validité de cette loi concerne les écoulements
rayon des particules (m) d’'un fluide a travers des milieux poreux constitués d'un
o masse volumique du fluide (kg?) assemblage de particules sphériques homogénes et fixes
! s . 41 allant des régimes laminaires aux régimes turbulents.
v viscosité du fluide (kgn'-s?) o R .
. . . Cette loi s'obtient par I'addition des lois de Blake-Kozeny
V, vitesse superficielle du fluide ¢gt) :
SE _ . et de Burke-Plummer valables respectivement dans le cas
V = VUy champ de VItesTse du fluide ") limite des écoulements laminaire et turbulent. Le fondement
p pression du fluide (Pa) théorique de ces lois provient de l'analogie avec I'expression
Ap perte de charge (Pa) de la perte de charge dans un tube cylindrique. Cette analogie
h taille de la maille rapportée au rayon des particulepermet d'obtenir des expressions théoriques corrigées
O] expérimentalement par un facteur multiplicatif proche de 2
At, pas de temps adimensionnel de discrétisatiofn raison de la tortuosité [12] pour donner en définitive les
8 lois respectives de Blake-Kozeny et de Burke-Plummer :
€ fraction volumique de solide du lit (-
5 _— 0 Ap 150p¢ g2 (1)
Re nombre de Reynolds particulaire (-) T = AL
Ly hauteur du milieu granulaire (m). Y p (A78)
valable en régime laminaire et qui s’exprime par la relation :
INTRODUCTION Re/e <1,
Diverses expressions permettent de calculer la perte de Ap - L75p; € , 2
charge occasionnée par le passage d'un fluide visqueux Ly d, 1-g)° &

incompressible en écoulement a travers un milieu granulaire.

Une revue de ces lois est proposée par Dullien [1]. Parmi lealable en régime turbulent et qui s’exprime par la relation :
plus connues, nous avons la relation de Carman-Kozeny et Re/e <<1, ou Redésigne le nombre de Reynolds particulaire
Rumpf-Gupte dans le cas d'écoulement laminaire, la relatiaféfini comme suit :

de Burke-Plummer dans le cas d'écoulement turbulent, et la

loi d'Ergun [2] qui couvre les écoulements laminaires, Re= dpVer Py (3)
turbulents et intermédiaires. Ces lois ont toutes une origine My

phépoménologique et sont obtenges a partir d'expériencgs o % o 1, Vep Ly et £ désignent respectivement le
réalisées a une echelle macroscopique. diamétre des particules, la masse volumique du fluide, la

L'une d'entre elles, la loi d'Ergun, est couramment utiliségiscosité du fluide, la vitesse superficielle du fluide, la

sous une forme locale dans des modeles de couplage fluifgmteur du milieu granulaire et la fraction volumique du
solide pour réaliser le transfert de quantité de mouvemeggjide.

entre les deux phases. Citons en particulier : La somme des expressions de ces deux lois permet

—les modéles a deux fluides [3-6] ou une approche de tyReoptenir la loi de perte de charge d'Ergun donnée ci-dessous
eulérien est utilisée pour décrire les deux phases ; et vérifiée expérimentalement :

—les modéles utilisant une approche eulérienne pour la
description du fluide et une représentation discrete des aAp 150 g2 175p; € 4
particules [7, 8] de type sphéres molles ou sphéres dures. L_y - dg 1-¢) s d 1-¢)® F

A ce sujet, aucune justification n'est faite quant au

caractere local de cette loi et au volume élémentaire S . .

. . . . - Les termes linéaire et quadratique avec la vitesse
représentatif. Le présent travail propose d'utiliser la - . .

) . . . i : ! superficielle du fluidev. correspondent respectivement aux
simulation numeérique directe des équations de Navier-Stokes s Lo . A
. \ S P ertes d'énergie visqueuse et cinétique du fluide.

pour veérifier le caractére local de la loi d'Ergun et définir u . ; . R .

i . . . . ... En introduisant la pressign et la longueut.” adimen-
volume élémentaire représentatif. Ce type d'approche a d%%nnées } y
été utilisé dans différents travaux [9-11] dans le cadre '
d'écoulements de Stokes et a permis de vérifier la loi de

— ]
Carman-Kozeny. P=VgoPiP 5)



V Komiwest al./ Sur le volume élémentaire représentatif de la loi de perte de charge d’Ergun 579

et: Pour ce type d'empilement, la fraction de solide est
donnée par :
L, =d, L (6) P
n, x 2
la loi d'Ergun s'écrit sous la forme adimensionnelle suivante : e=_—"_3  _-THos04 (8)
LL,L, 6
0 2

Ap” 150 &7 e E (7) ol rdésigne le rayon des particules.

L” Re (1-¢)° (1-¢)®
ol les seuls paramétres a considérer sont : 2.2 Modélisation de I'écoulement du fluide

— le nombre de Reynolds particuldie; R . L
. ; . . Les hypothéses suivantes sont effectuées :
— lafraction volumique de solide dudit . : .
— le fluide est incompressible,

— la hauteur du milieu granulaire rapportée au diameétre des . .
. « = le fluide est newtonien.
particuled. y

L s La modélisation de I'écoulement du fluide interstitiel
Dans ce qui suit, les différentes grandeurs sont sans X . ; . . :
répose sur la résolution directe des équations de Navier-Stoke:

dimension. a I'échelle de la particule, écrites sous forme adimensionnelle :
. , oV, _ g _0p 1
2 MODELE NUMERIQUE 51 = AW) TK*@A(V) ©)
Le modeéle numérique consiste a résoudre I'écoulement du v
L AR i S 9V _g (10)
fluide interstitiel a travers un milieu poreux constitué de ax
particules sphériques homogénes par simulation directe des !
équations de Navier-Stokes. avec .
ol v.v,
. - V)= (‘) (12)
2.1 Constitution du milieu poreux ax.

. i . et:
Le milieu poreux considéré est un empilement de typé
"cubique centré" deﬂp = nnn, particules sphériques A(*) - oy,
homogenesn, , n, etn, désignent respectivement le nombre 9% x (12)
de particules présentes dans chaque direction d'ezpace

oui=1,..,3etgl, .., 3.

etz(fig. 1).
L,=2rn,
L,=2rn,
Figure 1 Figure 2
Milieu poreux de type “cubique centré”. Conditions aux limites.

“Cubic centered” porous media. Boundary conditions.




580 Oil & Gas Science and Technology — Rev. IFBl. 54 (1999), No. 5

Pour les conditions aux limites a la frontiere du domaine, Le schéma étant indépendant de la valet\/i”+1’2 sur la

une vi.tesse d.'entrée et une pression de sortie SOfintiare [13], une possibilité est de prendre :
respectivement imposées dans les plan) ety = L. Les
autres plans sont soumis a des conditions périodiques (fig. 2).

Le mouvement du fluide sur la surface des particules est virY2 = vt (19)
soumis aux conditions d'adhérence, a savoir que la vitesse du
fluide en ces points est égale a la vitesse des particules, nullegy, définitive, la condition aux limites pour la pression
dans le cas present. s'écrit sur la frontiére correspondant au plarD :

2.3 Schéma numérique o p™ O (20)

Baxl EXZO:O

La méthode de discrétisation temporelle utilisée est une L'algorithme correspondant est le suivant :
méthode a pas fractionnaire explicite du premier ordre. Elle-ales composantes de la vitesse du fluiv; n+1/2 of,i..., 3
été proposée par Chorin [14]. La description de cette méthodesont déterminées explicitement par I'équation (15) ;
est donnée ci-aprées : — la pressiomp™! est déterminée par résolution de I'équation
AP " (17) par l'algorithme du gradient conjugué stabilisé et
vVt -v"__0p —A(v.)+iA(v”) (13) préconditionné [15] ;
At, ax Y Re ‘' — les composantes de la vitesse du fluiv,"""?  =ofli..., 3
sont déterminées explicitement par I'équation (16).

2.3.1 Discrétisation en temps

oui=1,..,3.

La quantitév 2.3.2 Discrétisation en espace

n+l/2 ast introduite de la fagon suivante :

N2 La discrétisation spatiale utilise un maillage décalé en
—V ) - différences finies de typklarker and CellMAC), ou la
At (14) pression est située au centre de la maille et les composantes
L de la vitesse sur les milieux des faces (fig. 3).
_ap" A(\7n) + 1 A(Vn) (fig. 3)

(Vi n+l _ Vin+]/2) _ (V-

ax, e La discrétisation des termes convectif et de diffusion est
prise au deuxiéme ordre. Les formules sont données dans [13].
ce qui permet d'écrire :
Vin_vin+]/2 B n 1 n
A=A+ AV (15) h
Atf A( ) Re ( ) -
V_n+1 _ V_n+]/2 0 pn+1 4 N ﬁr
! ! = (16) / \
At, 0x; /
L'application de I'opérateur de divergence a I'équation (1€ \ T
permet d'obtenir I'équation de Poisson pour la pression ¢ \ /
tenant compte de la contrainte d'incompressibilité : \\ //
Ppt_ 1 gy o

%x, At dx
. o . . Figure 3
La condition aux limites pour la pression s'obtient en Maillage de type MAC, le symbole + correspond  la

effectuant le produit scalaire de I'équation (16) avec la composante de la vitesse aux nceudsk(+ 1/2, 1, m) ; le
normale unitaire sortante de la frontiére du domaine. Par  symbolex correspond a la composante de la vitessaux
exemple, dans le cas ou la frontiére correspond awxpidh noeuds (k, # 1/2, n) ; le symboles correspond a la pression
la condition aux limites en pression s'écrit : aux neeuds (k, m).

MAC mesh, + corresponds tq at node (k + 1/2, |, m);

Dapnﬂl] 1 - hev2 (18) x corresponds to yat grid node (k, | + 1/2, m);
g@TE = At (Vlr —Vir ) » corresponds to pressure at grid node (k, I, m).
1 %x=0 f
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2.3.3 Conditions de stabilité Pour cette étude, le nombre de Reynolds particuRsre
; L R est fixé aRe= 1 et le volume de matériau granulaire contient
Le pas de temps est déterminé de facon a vérifier 165 - 43 harticules. La hauteur totale du domaine dans la
conditions de stabilité suivantes : directiony est de 8 diamétres de particules.
h? Un nombre de noeuds par rayon de particules égale a 1€
Aty < 6 Re correspondant & = 0,0625 rpermet d'obtenir un écart de
moins de 5 % avec la loi d'Ergun (fig. 4) et sera adopté pour

et: les simulations effectuées aux paragraphes 3.3 et 3.4.

At < 2
f=T72 <2 2 21
‘Vl +tVy Vs jRe 1) 3.2 Profils de pression

. ~2 ~2 ~2 Z .
ou Vi, V; etV désignent les composantes maximales de |pes profils de pression axiaux et transversaux a la téte du lit
vitesse du fluide. La démonstration de ces formules eght été représentés dans le caRew 1 et pour des volumes de

effectuée en annexes. matériau granulaire constituésriie= 4% et den_= 1 particules
(fig. 5 et 6). La hauteur totale du domaine dans la diregtion
3 RESULTATS DE SIMULATIONS est de 8 diamétres de particules.

3.1 Etude de sensibilité a la taille de la maille

Ces simulations consistent a calculer la perte de charge
faisant varier le nombre de nceuds par rayon de partigule

! . ) " 1600
dans le but de déterminer une taille de maille :

r
h=—
o (22) 1200

donnant une erreur faible avec la loi d'Ergun (fig. 4), I'erreuS 800
étant définie par la formule suivante :

400
Ap . Ap, .
L—calculee— T loi d' Ergun
Erreur = yDA 4 D><1oc (23) 0 .
. Ap, .,
maxB»p calculee—p loid ErgunH
Ly Ly
400
100
+ — Ap,n =43
300 P
80
S 200
5
L
w 100
0
4 6 8
y
0 1 1 1
4 8 12 16 20 24
n,=r/h
Figure 4 Figure 5
Evolution de l'erreur en fonction du nombre de nceuds par Profils de pression axiaux pour des volumes constitués de
rayon de particules. Les symbol—s  représentent les points n,= Let n, = 1 particules & = LY?etz= L 2fixés.

de simulation. Pressure profil for g= 48 and n, = 1 particles and at

Error as a function of number of grid nodes. x =L and z = L?fixed.
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X Reynolds particulaire allant d@e= 0,02 a Re= 20 (fig. 7).

02 0.2 04 0.6 08 ! Les nombres de Reynolds particulaires plus importants sont
difficilement accessibles avec le modéele utilisé ou la
description du champ hydrodynamique se fait par des
équations non moyennées de Navier-Stokes. La limitation de
cette approche provient du fait que la résolution directe des
équations directes de Navier-Stokes nécessite une taille de
maille rapportée au rayon des particules inversement
proportionnelle au nombre de Reynolds particulaire, donnée
par la relation :

h_op e_%D 24
R @
et conduisant a des temps CPU prohibitifs.

La loi de perte de charge d'Ergun a été retrouvée pour les
3 volumes envisagés et pour un nombre de Reynolds

X particulaireRe < 20 avec une erreur inférieure a 5 %. Le
0> 0.2 04 06 08 ! volume élémentaire représentatif est de l'ordre de grandeur
du diametre des particules.
10000
& n.=43
0o p =33
A ny,=1
1000 —— Carman-Kozeny
- =+ = Burke-Plummer
---- Ergun
JI
@ 100
P lw
)
16t —2p, n, =4°
10
Figure 6
Profils de pression transversaux pour des volumes constitués e
n =4 etn =1 particules § = L, et z= L 12 fixés. 1 ; '
g P g : 001 01 1 10 100" 1000
Pressure profil for p= 43 and n= 1 particles aty = k,and Rels
z = L2 fixed. )
Figure 7

Perte de charge en fonction du rapfetepour des volumes
) ) de matériau granulaire constitués mje= 43, n, = B et
Pour les deux volumes de matériau granulaire, et en n, = Lparticules.

conformité avec la loi, la variation de pression axiale est  pressure drop as a function of Béor different volume of
linéaire avec la hautely, tandis que la variation de pression granular media.

transversale est négligeable devant la variation de pression

axiale. Les oscillations des profils transversaux correspondent

a la présence des particules.

3.4 Temps CPU et limitations

3.3 Volume élémentaire représentatif et validité Le temps CPU est de l'ordre dgi$ par pas de temps et par
du caractére local nceuds sur une Octane SGI a processeur R10 000. Les
limitations de la méthode proviennent :
Des simulations sont ensuite réalisées pour différents gy nombre de Reynolds particulaire qui, compte tenu de la

volumes de matériau granulaire définis par ®,n=Fet contrainte imposée par la relation (22), est inférieur & 20
n, = 1 particules et pour différentes valeurs du nombre de poyr une taille de maille de= 0,0625 r;
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— de la complexité du calcul qui est &k®), ol kdésigne le Scaling of Fluid PermeabilitySphere Packings Physical
facteur de réduction du maillage((®) pour la condition de ReviewE, 50, 1. _
stabilité etO(k3) pour l'augmentation du nombre de nceuds). 5 SCZWTaftL L-tMnslVla(f%Sé?)';‘-g-v Ben;z, D-Pt-, gaflbct’_czh E-J-d

S . . . and Torquato, S. ross-Property Relations an
A t|tn? _|nd|cat|f, Ie; S|mulat|2ns cprrespondant a l:II’I volume Permeability EstimationModel Porous Media Physical

de matériau granL_JIalre ae = _4 particules et effectuées avec  Reviewe, 48. 6.

de.s- tailles de mal!le respectivesue 0,25r eth=0,0625 r 6 Simonin, O. (1990) Eulerian Formulation for Particle
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ANNEXES quel que soip, get r:
O cq (25)
Conditions de stabilité ot h"Re
Une possibilité pour étudier la stabilité¢ du schéma est de (\712 +2 +\7§)ReAtf (26)
négliger les termes en pression et de linéariser le terme > =
convectif en considérant que : 3 . . . o
La démonstration des conditions suffisantes de stabilité du
v, =V, (cons) schéma numérique est effectuée ci-dessous.
(k+y2)m) L
V2(k,|+1/2,m) = V(cons) Démonstration
A =V;(cons)
(ami2) o =[1ralp+a+ -3
. Y . \7 1 \7 1 \7 H 2
soit pour la premiére composante du terme de convection : + b[V1 sin( ph) + ¥, sin(gh) + T3 sm(rh)]
en posant :
S~ V1(k+3/2,|,m) _V](k—l/Z,I,m) 2
A\p) =V, 2At; (Atf) - ~ -
2h a= o b= 2 , p=cogph) G =coqgh) i =coqrh)
- e
L5 Vl(k+1/2,|+1,m) V](k+]/2,l—l,m)
2 2h D'aprés l'inégalité de Schwarz :
" -V
+7y M2l eyl [¥ sin( ph) + 7, sin(gh) + ¥ sin(rh)]2

2h
< (92 + 2 + 5 [sin*(ph) + sirf (gh) + sirf ()]

Le schéma linéarisé est alors donné pour la premiegg en ytilisant Iinégalité suivante obtenue d'aprés (25) et (26) :
composante par :

G2 152 452
b(v1 +V; +v3)Sa
VAL

=V Cay+ - La@)”  ceciimplique :
l(k+1/2,|,m) B Vl(k+1/2|ym) +Atf x UO‘(Vl) + ReA(Vl)D 2

o2 s[1+a(f)+a+ F —3)]

Les autres composantes s'obtiennent de maniere identique. 2 mp D . s

o . +a(3—p -§°-T ):1+a¢(p,q,r)
L'injection de la perturbation :

avec :
~ _ i| p(k+1/2)h+glh+rmh oo ) _ ~2 82,2
Vl?il/z,um) =arelis? | ®(p.G7)=(a 1)(p T )
+2a(p + i + )
a lintérieur du schéma linéarisé permet d'obtenir le facteur +2(1- 3a)(b+d+F)+3(3a—])
d'amplificationa pourp, g etr arbitraire :
-1 a a [Opd
At C oo [ o
a :1——f[i\71$in(ph)+i\725in(qh)+i\73sin(rh)] q’(pvqyf)-(qu)g a a-1l a %ﬁg
2Ath Oa a a-100
t ! [cogph) + cofah) + cdsh)-3] =Q
Re +2(1- 3)(p+G+7)+3(3a-1)
ol iZ=-1 Le polyndme caractéristique @eest :
La condition suivante est suffisante pour respecter la Ry(A) = (1+1)%(3a-1-2)

condition de stabilité :
Les valeurs propres dgsont :

la? <1 A=—1letA=3a-1
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La condition (25) implique que ces valeurs sont négativesoit :

® étant définie négative, elle admet un maximum qui vérifie : p=qg=r=1
o0 En ce point :
a—bzza(b+a+r)—2;3+2(1—3a)=o ®(11,2)=0
PP d'ou, quel que soi p, g, F
—=2a(p+G+7)-2G+2(1-3a)=0 o
G o(p,6.f)<0

od L. . soit finalement :
—F:Za(p+q+r)—2r+2(1—3a):0 af <1



